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Аннотация. На основе прежних работ авторов указаны новые признаки регу-
лярности и устойчивости векторно-матричных дифференциальных уравнений с
переменной главной частью.
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Введение

В книгах [1] и [2] изучались дифференциальные уравнения в банаховых простран-
ствах с неограниченными и, соответственно, ограниченными коэффициентами. В ука-
занных книгах дифференциальные уравнения высшего порядка встречаются эпизоди-
чески; в книге [2] это, в основном, линейные дифференциальные уравнения второго по-
рядка. Одной из важных задач при изучении дифференциальных уравнений является
вопрос об устойчивости решений. Если для дифференциальных уравнений с постоянны-
ми коэффициентами этот вопрос изучен достаточно глубоко, уравнения в переменными
коэффициентами представляют иногда трудно разрешимую задачу. Для уравнений с
переменными коэффициентами В.М. Алексеевым [3] был предложен метод заморожен-
ных коэффициентов, подробно изученный для систем дифференциальных уравнений
первого порядка в [4]. Авторы обнаружили много общего между их прежними исследо-
ваниями ограниченных решений дифференциальных уравнений высшего порядка [5] и
методом замороженных коэффициентов. Полученные на этом пути простейшие резуль-
таты и составляют содержание этой статьи.

Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных исследований (проект
№ 16-01-00197).



ПРИЗНАКИ РЕГУЛЯРНОСТИ И УСТОЙЧИВОСТИ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 675

1. Основные понятия

Пусть B – комплексное банахово пространство и End B – банахова алгебра ли-
нейных ограниченных операторов (эндоморфизмов), действующих в B. В банаховом
пространстве B рассмотрим линейное векторно-операторное дифференциальное урав-
нение n -го порядка с переменными коэффициентами

A0(t)x
(n) +A1(t)x

(n−1) + ...+An(t)x = f(t), (1)

где x(t) : R → B искомая векторная функция, а операторные функции Aj(t) : R →
End B (сильно) измеримые и ограниченные, более того, они имеют ограниченные ко-
лебания

||Aj(t)−Aj(s)|| ≤ ln−j, (t, s ∈ R), 0 ≤ j ≤ n, (2)

где l0, l1, ..., ln – некоторые неотрицательные числа. Предполагается также, что опера-
тор A0(t) при каждом t обратим: A−1

0 (t) ∈ End B.

О п р е д е л е н и е 1. При каждом фиксированном t операторный характеристи-
ческий многочлен

Ln(t, λ) ≡ A0(t)λ
(n) +A1(t)λ

(n−1) + ...+An(t) : C → End B (3)

называется нерезонансным, если выполнено условие

L−1
n (t, iθ) ∈ End B, −∞ < θ < +∞. (4)

Введем частотные и интегральные постоянные.

О п р е д е л е н и е 2. Частотные постоянные определяются следующим образом

σj(t) = max
−∞<θ<+∞

||(iθ)jL−1
n (t, iθ)||, 0 ≤ j ≤ n (5)

(в случае j = n максимум нужно заменить на супремум).

Для удобства введем обозначение

σj = sup
−∞<t<+∞

σj(t), 0 ≤ j ≤ n. (6)

В силу нерезонансного условия (3) уравнение (1) при каждом фиксированном t

имеет операторную ограниченную функцию Грина, то есть функцию Грина задачи об
ограниченных решениях G(t, s).

О п р е д е л е н и е 3. Определим интегральные постоянные

æj(t) =

∞∫
−∞

||G(j)(t, s)||ds, 0 ≤ j ≤ n (7)

(в случае j = n нужно добавить к правой части ||A−1
0 (t)|| ).
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Для удобства введем обозначение
æj = sup

−∞<t<+∞
æj(t), 0 ≤ j ≤ n. (8)

Мы будем говорить, что выполнено частотное условие, если

qσ =
n∑

j=0

ljσj < 1 (9)

и интегральное условие, если
qæ =

n∑
j=0

ljæj < 1, (10)

где lj взяты из (2).
Фиксируем некоторое t0 и перепишем уравнение (1) в новом виде, оставив слева

часть уравнения с постоянными коэффициентами

A0(t0)x
(n) +A1(t0)x

(n−1) + ...+An(t0)x = B0(t)x+B1(t)ẋ+ ...+Bn(t)x
(n) + f(t), (11)

где Bj(t) = An−j(t0)−An−j(t), 0 ≤ j ≤ n. Тогда в силу условия (2) имеем

||Bj(t)|| ≤ lj, 0 ≤ j ≤ n. (12)

2. Основные результаты

Применение основных результатов работы [5] приводит к следующим теоремам.

Теорема 1. Пусть B – комплексное банахово пространство и выполнено инте-
гральное условие (10).

Тогда при любой ограниченной измеримой векторной функции f(t) : R → B урав-
нение (1) имеет единственное ограниченное решение вместе с производными до n -го
порядка включительно, причем справедливы оценки

||x(j)|| ≤ æj

1− qæ
||f ||, 0 ≤ j ≤ n. (13)

Пусть B = H, где H – гильбертово пространство и выполнено частотное усло-
вие (9).

Тогда имеет место высказанное выше утверждение, а оценки приобретают вид

||x(j)|| ≤ σj

1− qσ
||f ||, 0 ≤ j ≤ n. (14)

Теорема 2. Пусть операторные функции и свободный член в уравнении (1) явля-
ются почти периодическими функциями (операторные функции – в сильном смысле).
Пусть B = H, где H – гильбертово пространство.

Тогда в условиях теоремы 1 для любой векторной почти периодической функции
f(t) : R → H уравнение (1) имеет единственное почти периодическое решение вместе
с производными до n -го порядка включительно, причем справедливы оценки

x(j) ≤ σj

1− qσ
f , 0 ≤ j ≤ n, (15)

причем, группа частот почти периодического решения содержится в группе частот
уравнения (1).
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В этой теореме была использована норма Безиковича почти периодической функции
f =

√∑
k

||fk||2, где fk ∼
∑
k

fke
iθkt – ряд Фурье векторной почти периодической

функции f(t).

И, вероятно, самый главный результат.

Теорема 3. Пусть в условиях теоремы 1 операторный характеристический мно-
гочлен Ln(t, λ) при каждом фиксированном t является гурвицевым.

Тогда существующее в условиях теоремы 1 ограниченное решение x(t) уравнения
(1) асимптотически устойчиво по Ляпунову, причем равномерно и экспоненциально
в том смысле, что

||x(j)(t)− y(j)(t)|| ≤ Ne−ε(t−s)

n−1∑
k=0

||x(k)(s)− y(k)(s)||, 0 ≤ j ≤ n− 1 (16)

при t ≥ s, где N, ε – некоторые положительные постоянные; здесь y(t) – любое
другое решение уравнения.
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